MATRICI E DETERMINANTI
§ 1. MATRICI

Si ha la seguente

Definizione 1: Un insieme di numeri , reali o complessi, ordisatondo righe e colonne € dettd
matrice di ordinem x n, ovem € il numero delle righe il numero delle colonne.

Una matrice di numeri viene indicata con una latteaiuscola oppure col simbold,,,, e scritta
in generalenel modo seguente

11 Az . e Qg5 v Qam
Ap1 Gz -« .. Qg - Oop
az; dzz - .. az; - Q3n
Apxn =1 ...
aiq a;o N 247 o Qin |
Am1 Am2 amj amn/

con

{i =1,234,5,.....,m
j = 1)2;3,4,5, e,

dovei ej sono indici che indicano rispettivamente le righle colonne.
Il genericoelementadlellamatrice Amx, Si indica corg;

La n-pla ordinata (@1, Qi2, ***, Qin) sichiamariga i-esima. La m-pla ordinata (%1, Q2j, ***»  Qmj)
si chiama colonna j-esima.

Questi numeri (elementi di una matrice) sono raggmeati tutti da una stessa lettera minusagla

munita di due indici, il primo dei quali indicati@a,i , mentre il secondo indica la colonpaa cui
I'elemento appartiene. Esso occupa, dunque, laipos individuata dall'intersezione traifasima
riga e la-esimacolonna della matrice. Per esempio I'elemegioccupa la posizione individuata
dall'intersezione tra la terza riga e la secomd@anna della matrice.

Se il numero delle righe € uguale al numero delle colonmecioe san = n, allora la matrice si
dicequadratadi ordinen (o m) conn’=m?elementi. Una matrice quadrata viene indicata
brevemente nel modo seguente

A=(g) coni=j=1.23,..,n

Mentre la matrice eéettangolare di ordinem x n sem#n.

Esempi

a) di matrice rettangolared,,; = (_11 m=2en=3



5 2 1
b) di matrice quadrata Ay = ( 0 -2 4 ) , mMm=n=3
-3 7 -1

In una matrice quadrata si individuadiagonale principalee ladiagonale secondaria

La diagonale principale é formata dagli elementi

asy, Aii, -y Ann.
mentre la diagonale secondaria dagli elementi
api, al-,n_l-+1, o Aqp .

1.1 MATRICE NULLA

Definizione z una matrice si dicrulla se ha nulli tutti i suoi elementi, e si scrive:
A=0.

Esempio

1.2 MATRICI DELLO STESSO TIPO

Definizione 3:due matriciA e B si dicono dellsstesso tip@uando hanno lo stesso numero di
righe e di colonne.

Esempio

1 -1 -3 2
A= <2 0 ) e B= ( 4 1) sono matrici dello stesso tipo 3x2
3 =2 -1 0

1.3 MATRICI CORRISPONDENTI

Definizione 4:in due matriciA e B dello stesso tipo, gli elementi di ugual postdisbno
corrispondenti

Esempio

ai1 Q12 bi1 by

In A = (a21 azz) eB= (b21 bzz) gli elementi corrispondenti somg, €b,4, a;, €b;, €
as; QAsp b, b,

cosi via.




1.4 MATRICI UGUALI

Definizione 5:due matrici dello stesso tipA,e B, si diconouguali quando tutti gli elementi
corrispondenti sono uguali, e si scrive:

A=B
Esempio
1 -1 1 -1
A=|2 0 |eB=[2 0 | sonomatrici uguali.
3 =2 3 =2

1.5 MATRICE RIGA

Definizione 6: si chiamamatrice (0 vettoreyiga una matrice con un’unica riga, cioé una matrig
di tipo (L,n).

Esempiodi matriceriga: A=(1 0 4).

1.6 MATRICE COLONNA

e

Definizione 7:si chiamamatrice (o vettore)colonnauna matrice con un’unica colonna, cioé un
matrice di tipo n,1).

a

Esempiodi matrice colonna:4 = (_23)
1.7 MATRICE DIAGONALE

Definizione 8. una matrice quadrafasi dicediagonalequando tutti gli elementi sono uguali a

zero tranne quelli che si trovano sulla diagonaiegpale.

Esempio

2 0 0
A= <o 3 0 > € una matrice diagonale 3x3.
0 0 -1

1.8 MATRICE DIAGONALE SUPERIORE

Definizione 9:una matrice quadraradi ordinen si dicetriangolare superiorese sono nulli tutti

gli elementi al di sotto della diagonale principale

Esempio

2 5 1
A= <o 3 2) € una matrice triangolare superiore.
0 0 1



1.9 MATRICE DIAGONALE INFERIORE

Definizione 10:una matrice quadratadi ordinen si dicetriangolare inferiore se sono nulli tutti
gli elementi al di sopra della diagonale principale

Esempio
2 00

A= (4 3 o) € una matrice triangolare inferiore.
1 0 1

Si osservi che una matrice diagonale e sia triamgohferiore sia triangolare superiore.

1.10 MATRICE TRASPOSTA

Definizione 11:data una qualunque matridedi ordinem x n si definiscetraspostadi A e la si
indica conAT la matrice di ordin@ x m ottenuta daA scambiando le righe con le colonne.

In altre parole la prima riga di A diventa la prim@onna di B, la seconda riga di A diventa la
seconda colonna di B, e cosi via.

Esempi
2 4
1) A:(Z 1 O) — » at=(1 3
4 3 -3 0 -3
2 4 5 0 2 1 -3 4
| 1 3 8 2 ) r_|4 3 1 3
2) A= 3 1 -2 6 A" = 5 8 =2 0
4 3 0 7 0 2 6 7

1.11 MATRICE SIMMETRICA

| Definizione 12:una matriceA di ordinem x n si dicesimmetricaseAd = A”.

Esempio

1 2 3 1 2 3
A= (2 -1 —2> e AT = (2 -1 —2> sono uguali per cui A € una matrice simmetrica.
3 -2 4 3 -2 4

1.12 MATRICE IDENTICA

Definizione 13:una matrice quadraadi ordinen si diceidentica o unitaria quando tutti i suoi
elementi sono nulli tranne gli elementi che si &ow sulla diagonale principale che sono tutti
uguali a 1. La matrice identica viene indicata ton




Ovviamente A X I=1 X A = A per ogni matrice quadrata A.

Esempio

1 0 O
I = <O 1 0) e una matrice identicadi ordine 3 ( diagonale principale con gli elementi
0 0 1

uguali ad uno).

1.13MATRICE INVERSA

Per le matrici quadrate si ha la seguente

Definizione 14: data una matrice A di ordine n, se esiste una matrice B diordine n tale che
AXB=BxA=lI,
sidice che B é la matrice inversa di A.

§ 1.1 OPERAZIONI CON LE MATRICI DELLO STESSO TIPO
1.1.1 SOMMA

Per poter effettuare la somma fra matrici bisogragueste siano dello stesso tipo, cioé che
abbiano stesso numero di righe e di colonne.

Sia Anxn I'insieme delle matrici mxn. In esso viene definitgperazione somma ‘+’ nel modo
seguente:

Alle matrici dello stesso tipo A =uf;) e B = §,;) si fa corrispondere la matrice C ¢7;(= a;; + b;j)

Vale a dire che gli elementi della matrice somm& Gttengono sommando gli elementi
corrispondenti delle due matrici A e B.

Esempio
: 21 0 142 o
SlanoA—(4 3 —S)GB_(6 1 3). Si ha
. {2+1 1+4 042\ /3 5 2
A+B‘C‘(4+6 3+ (~1) —3+3)_(1o > o)

Si osservi che la matrice somma C e ancora dalkssttipo di A e di B; 'operazione somma ‘+’ e,
allora, interna all'insieme delle matrici dello s$@ tipo Anxn -

PROPRIETA’ DELLA SOMMA FRA MATRICI DELLO STESSO TIP O

1.1.1.1 Proprietd Commutativa

Siano A e B matrici m X n risulta A +BB + A.



Esempio

Verifichiamo la proprietd commutativa rispetto athatrici

235 gp-(0 3

SlanoAz(1 c 9 5 1 0

) due matrici 2x3

o aen=(t 900 1 -G 3 510G ¢ )

a3 06 3 9-011 31 -6 £ )

da cui A+B=B+A

1.1.1.2 Proprieta Associativa

Siano A, B, C matrici di dimensione m x n risulta
A+(B+C)=(A+B)+C

Esempio

Verifichiamo la proprieta associativa rispetto aéguenti matrici

a=(2 3 9 5=(0 3 Mec=(2 1Y

1 5 9 2 1 0 2 0 3
Risulta A+(B+C)=(i g g)"'(_f 411 (3)):((5) Z 152)
wrBc=(5 ¢ o)+ (3 ¢ ;L):((s) ‘ 152)
da cui +KB+C):(A+B)+C

1.1.1.3 Esistenza dell’elemento neutro rispetto allsomma

Sia A una matrice m x n, per la definizione 2 esiatnatrice nulla, che indichiamo co®, di
dimensione m x n avente tutti gli elementi uguateeo, tale che

A+0=0+A=A
la matrice nulla O e detilemento neutraispetto alla somma.

Esempio

1 4 2
0 -2 1

Ris“'ta((l) —42 i)+(8 8 g)z(é —42 i)

Si consideri la matricd = ( ) e la matrice nulla di egual dimensione.



1.1.1.4 Esistenza dell'opposto
Per ogni matricé di ordinem x nesiste una matrice denotata ces, tale ched + (—4) = 0

—A é dettamatrice oppostadi A e si ottiene da A cambiando ordinatamenteedn® i suoi
elementi

Vale, dunque, la seguente

Definizione 15: data una matrice Amxndi ordine mxn, si dice matrice opposta di Amxn la matrice Bmyn
dello stesso ordine mxn tale che
A+B=B+A=0,

dove con lo zero si intende la matrice nulla .

Inoltre B =-4=(-a;)

Da quanto detto sopra si ha diwsieme delle matrici Anx, dotato dell’operazione interna ‘+’,
cioé ( Anxn ,» +), € una struttura di gruppo commutativo.

Esempio
: S . 1 4 2 . Doy
Si consideri la matriced = (0 _y 1). La matrice opposta di A € data da
(-1 —4 =2
4=y 3 Z))

Risulta

aven=( 5 )+G 3 D)

I
e
o
o
o
~—
I
o

1.1.2 PRODOTTO DI UNA MATRICE PER UNO SCALARE

Dato un numero reale k (detto scalare) ed una oeafyi= ( @; ), si definisce prodotto della matrice
A per lo scalare k la matrice indicata con k Adl generico elemento é k;a cioé kA si ottiene
moltiplicando tutti gli elementi di A per k.

Si ha, dunque, kA = (ka;).

Esempio

1 4 2

0 —2 1) eloscalare k=3

Si consideri la matricd = (



KA = (3x1 3x4 3x2> _ (3 12 6)

3x0 3x(—2) 3x1 0 -6 3

Osserviamo ché—1)xA = —A, ovvero il prodotto tra lo scalarel e la matrice A da come
risultato la matrice opposta di A.

PROPRIETA DEL PRODOTTO PER UNO SCALARE

Anche nel caso del prodotto per uno scalare € inatwederificare le seguenti proprieta:
Per ogni matrice A,B di dimensione m x n e per dghinumeri reali risulta

1.1.21)(k + h)A = kA + hA

1.1.22)k(A + B) = kA + kB

1.1.2.3)(kh)A = k(h A)

1.1.24)14 = A

Osservazione

- Essendo vettori particolari matrici ( con una sola riga e quindl tipo 1xnoppure con una sola
colonna del tipanx1) valgono per essi le stesse operazioni con &ivel proprieta.

- L'insieme delle matrici m x n dotato delle 2 gg@oni di somma e prodotto per uno scalare con le
relative proprieta e ungpazio vettoriale.

1.1.3 PRODOTTO TRA MATRICI
Per effettuare il prodotto tra due matrici € neagesche il numero delle colonne della prima sia
uguale al numero delle righe della seconda. Valeeache se la matriok € di ordinemxn allora

la matriceB deve essere di ordinexp.

SiaA una matricen x ne B una matricen x g si ha la seguente

Definizione 16 si definisceprodottotra le matricid e B la matriceC = A B il cui generico
elementac;; € la somma dei prodotti degli elementi della imesriga di A per i corrispondenti
elementi della j-esima colonna di B, ovvero

n
Cij = Z iz byj
z=1

il prodotto tra la i-esima riga @ e la j-esima colonna @ cosi definito & dettprodotto scalare

La matrice prodott& e di ordinemxp, cioé ha tante righe quante sono le righa ditante colonne
guante sono le colonne Bi

ApxnxB nxp — mep



Il prodotto tra matrici & anche defhoodotto riga colonna

Esempio
2 1 0 2 3 5

Si considerino le matricd = ( 4 3 ) di ordine 3x2 &8 = (1 6 4 _1) di ordine 2x4
-2 -1

Poiche A e di ordine 3x2 e B di ordine 2 x 4 e jlmkseseguire il prodotto tra queste due matrici e
'ordine di C = A B é 3 x 4 (il numero delle riglie A per il numero delle colonne di B).

Vediamo come si determina tale matrice. Calcoliagntoitti gli elementi.

L'elemento di posto,¢ & dato dal prodotto scalare tra la prima riga @i l& prima colonna di B
OVVero:

ci=2 1Dx ((1’) —2x0 + 1x1 =1

L'elemento di posto;g &€ dato dal prodotto scalare tra la prima riga @i l& seconda colonna di B
OVVero:

c,=(2 1x (Z) = 2x2 + 1x6 = 10

L'elemento di posto,g € dato dal prodotto scalare tra la prima riga @i & terza colonna di B
OVVero:

cs=(2 1)x (i) — 2x3 + 1x4 = 10

L'elemento di posto,g é dato dal prodotto scalare tra la prima riga @i l& quarta colonna di B
OVVero:

ca=(2 1x (_51) = 2x5 + 1x(=1) = 9

L'elemento di posto.g¢ é dato dal prodotto scalare tra la seconda rigaedla prima colonna di B
OVVero:

= (4 3)x ((1)) — 4x0 + 3x1 = 3

L'elemento di posto.g &€ dato dal prodotto scalare tra la seconda rigaalla seconda colonna di B
OVVero:

= (4 3)x (2) — 4x2 + 3x6 = 24

L'elemento di posto.g € dato dal prodotto scalare tra la seconda rigaedlla terza colonna di B
OVVero:



s = (4 3)x (i) — 4x3 + 3x4 = 24

L'elemento di posto,g & dato dal prodotto scalare tra la seconda ridaedla quarta colonna di B
ovVvero:

Coa=(4 3)x (_51) = 4x5 + 3x(=1) = 17

L'elemento di postosg € dato dal prodotto scalare tra la terza riga dilA prima colonna di B
OVVero:

sy = (=2 —1)x (‘1)) = _2x0 + (—Dxl = —1

L'elemento di posto,g & dato dal prodotto scalare tra la seconda ridaedla quarta colonna di B
ovVvero:

Cap = (=2 —1)x (Z) = —2x2 + (—1)x6 = —10

L'elemento di postozee dato dal prodotto scalare tra la terza riga dilA terza colonna di B
OVVEro:

Cs3 = (=2 —1)x (i) = —2x3 + (—1)x4 = —10

L'elemento di postosg € dato dal prodotto scalare tra la terza riga dilA quarta colonna di B
OVVero:

Co = (=2 —1)x (_51) = —2x5 + (—D)x(~1) = =9

La matrice prodotto &

1 10 10 9

c=1| 3 24 24 17

-1 -10 -10 -9
di ordine 3x4.
Osservazione
Con riferimento alle matrici A e B dell'esempio gedente non e possibile effettuare il prodotto B
A in quanto considerandone le dimensioni (2 x @ & 2) il numero delle colonne di A non e
uguale al numero delle righe di B.
Risulta in generale AB#BA.

Da ricordare:

* |l prodotto tra matriciNON E' SEMPREeseguibile



» Se e possibile eseguire il prodotto A B non e d#ttosi possa eseguire il prodotto B A e
quindi bisogna stare attenti all'ordine in cui S\ eseguire la moltiplicazione.
* Se due matrici sono quadrate e dello stesso orsliped eseguire sia il prodotto A B che il
prodotto B A ottenendo una matrice quadrata desso ordine, anche in questo caso pero
il prodottonon e in generale commutativo
PROPRIETA DEL PRODOTTO TRA MATRICI QUADRATE

E’ facile dimostrare, cosi come si € fatto piu spmhe nell' insieme delle matrici quadrate diedi
n, valgono le seguenti proprieta:

Proprieta associativa

A(BC)=(AB)C 0OA,B,C

Esistenza dell'elemento neutro rispetto al prodotto

La matrice identica | di ordine n e I'elemento meuispetto al prodotto.
Risulta infatti

Al=1A=A [0OA

Proprieta distributiva

A(B+C)=AB+AC OA,B,C

§ 1.2 MINORE COMPLEMENTARE DI UNA MATRICE

Sianom > 1 edn > 1, si fissi un elemento qualsiasj di una matricéA di ordinemx n. Si ha la
seguente

Definizione 17:si definisceminore complementareéli a;;, e lo si indica conM;, la matrice di
ordine 1) x (n-1) che si ottiene da A escludendo tutti gli elethdallai-esima riga e della
j-esima colonna.

Esempi:
0 -1 4 5, _3
1) A=({2 -3 6 ___>A13=(5 1) e il minore complementare @j;.
5 1 1

-2 -1 4
2) A :( 2 -3 1 ) — A, = (_52 _44) e il minore complementare dj,.
5 0 —4



§ 1.3 COMPLEMENTO ALGEBRICO DI UNA MATRICE

Sianom > 1 edn > 1, si fissi un elemento qualsiasj di una matricéA di ordinemx n. Si ha la
seguente

Definizione 18 Si definisce complemento algebricoe lo si indica cond;;, il minore
complementare preso con il suo segno se la somngéapiari € con il segno cambiato se la somma
i+j e dispari.

Esempio
-1 2 2 2
. 2 . -1 3 2 11
SiaA=| 0 —4 3 |unamatrice 3xaM,, =| , =—1—=-=—-—
1 et 1 9 9
= 5 1 3
3
2
-1 3 11 .
Ay =My = =—> essendo 2+2=4 patri,
3 1
-1 2 17 -1 2 17 . .
Mypyz =1 ¢|= -5 Ay =—My; =1 1 s| =5 essendo 2+3=5 dispari.
3 3

§ 2. DETERMINANTI

Quando la matrice @uadrata, cioé risultan = n, essa esprime un numero, o meglio ad una
matrice quadrata si fa corrispondere un numero/dre dettaleterminantedella matrice. I
determinantedi una matrice viene indicato col simbalet A,oppure col simbolf|, e scritto nel
modo seguente

a
a;; A a3j in
dpq dpp a2] dzn
dzp; aszp az; dzp
detA =
di1 aj2 ajj in

Si ha, dunque, la seguente

Definizione 19: Se una matrice A é quadrata allora ad essa @gs@ciato un numero detto
determinantedi A e si denota codet A oppure corA]|.

Se n=1, cioé s@& = (ay,), allora il numeroa,; si dicedeterminanteli A e si scrive

detA =|ay41| = aq;.



Di un determinante si individuano udegonale principalee unadiagonale secondariaighe ( 1*
riga, 2" riga e cosi via a partire dall’alto versbasso) ecolonne(1”, 2" colonna e cosi via a
partire da sinistra a destra):

1~col. 2”col. 3”col

—» 17riga

—» 2%riga

— 37riga
diagonale secondaria diagonale prindgpa

§ 2.1 CALCOLO DEI DETERMINANTI DI UNA MATRTICE

Vediamo come si calcola il determinate di una roatguadrata.

2.1.1Determinante di matrice di ordine n = 2 (2x2).

Si ottiene effettuando la differenza tra il prodatei termini della diagonale principale e il prtdo
dei termini della diagonale secondaria.

a1 Aag2

_(a11 a2
az1 Az

— > detA= |
azy azz)

| = A11XAzz — A12X0z;
Esempio

_(—2 4 -2 4 _ ., o o
a=(7 L) —deea= |7 O] = (2x(-H - @x(5) =8-20 =12

2.1.2Determinante di matrice di ordine n = 3 (3x3).

a1 Q12 dg3
A=|Gz1 QA Qaz3 — > detA =

asz; a4z dsz

a1 A12 Qg3
a1 0Apz dzz
asz; dsz; dsz

Ci sono piu modi per calcolare il determinante i matrice 3x3.

1) Regola di SARRUS

Accanto al determinante della matrice quadrata gc8vono le prime due colonne ottenendosi tre
diagonali “principali” e tre diagonali “secondaridl’'numero che corrisponde al determinante e
dato dalla differenza tra la somma dei prodottitdenini di ciascuna diagonale principale e la
somma dei prodotti dei termini di ciascuna diagersacondaria.

La regola di Sarrus dice, passaggio per passaggio:

» Sifa il prodotto dei termini di ciascuna diagonptencipale ( tre prodotti: dall’alto verso il
basso in diagonale )
» Sifala somma dei tre prodotti delle diagonalnpipali



» Sifa il prodotto dei termini di ciascuna diagonséeondaria ( tre prodotti: dal basso verso
I'alto in diagonale )

» Sifala somma dei tre prodotti delle diagonalicsetarie

» Si effettua la differenza tra la somma dei tre prodtti delle diagonali principali e la
somma dei tre prodotti delle diagonali secondarie.

+a,,xa;1xas;3).
Esempio
0 -1 4
A=[2 -3 6
5 1 1
0 -1 4
detA= |2 -3 6[=]2 —3 = (0x(—3)x1 + (—1)x6x5 + 4x2x1) —
5 1 1

(4x(=3)x5 + 0x6x1 + (=1)x2x1 = (=30 + 8) — (=60 — 2) = (=22) — (—62) = 40

2) Regola con i complementi algebrici

Per calcolare il determinante di una matrice dir@auperiore al secondo si sceglie una linea
(riga o colonna) e si fa la somma dei prodotti delgimenti della linea per i rispettivi complementi
algebirici.

0 -1 4
Riprendiamo la stessa matrice dell’esempio prectedén:<2 -3 6). Scegliamo la prima riga
5 1 1
0 -1 4
deta= |2 -3 6|=0x|} O (-Dx|2 ®|+ax|2 T|=2-30+68=40
5 1 1 1 1 i 5 1 5 1

(e — perché -1 appartiene alla prima riga e at@isda colonna per cui 1+2=3 dispari)

{@arodotto non si intende scalare ma 4 moltiptiqagr il complemento algebm}é ‘13| = 17 e quindi 68)
Il metodo con i complementi algebrici viene applicalle matrici di ordine superiore a tre.
83. ULTERIORI PROPRIETA’ DELLE MATRICI
Si hanno, inoltre, le seguenti affermazioni di siubmettono le facili dimostrazioni.

1. Il determinante di una matrice unitaria € uguale

2. Il determinante di una matrice nulla € uguale a zer

3. Il determinante di una matrice avente almeno unaa o almeno una colonna di elementi
nulli € uguale a zero.



Il determinante di una matrice avente due righee@lementi uguali o proporzionali e
uguale a zero.

Il determinante di una matrice avente due colonnieetementi uguali o proporzionali &
uguale a zero.

Moltiplicando tutti gli elementi di una riga o di na colonna di una matrice per uno stesso
numero reale k, il valore del determinante della triae viene moltiplicato per k.
Moltiplicando tutti gli elementi di una matrice nxmer uno stesso numero reale Kk, il
valore del determinante della matrice viene moligaito per K.

. Scambiando tra di loro gli elementi di due righedd due colonne di una matrice il valore
del determinante cambia di segno.

. Sostituendo gli elementi di una riga di una matrie®n la somma degli elementi di questa
riga con gli elementi corrispondenti di un’altra ga, il valore del determinante non
cambia. Lo stesso accade per gli elementi di unkbbopa.

10.det (AT) = det A
11.det (AxB) = det Axdet B
12.il determinante di una matrice triangolare (una m@te con tutti zero sopra o sotto la

diagonale principale) & uguale al prodotto degleetenti della diagonale principale.

13.Lo stesso vale, ovviamente, anche per una matrieganale (ha elementi nulli sopra e

sotto la diagonale principale).



