FUNZIONI

Introduzione

Una lingua e fatta di parole; essa si impara saftatcon la pratica. La matematica, per esprimeoacetti
logici, usa un proprio alfabeto fatto di simbolijche questo si impara mettendolo in pratica. R&imici,
come per gli altri tecnici, che si interessano eelpplicazioni piu che delle teorie, la matemagcano
strumento di lavoro.

1. NUMERI

BN

Senza voler entrare nel merito di che cosa & ureruiffa cui definizione € “recente”) si puo senztaldire
che ogni calcolo matematico ha come risultato &nal numero.

Perd é opportuno conoscere i vari tipi di numem siincontrano nelle applicazioni.

I numeri “naturali” 0, 1, 2,..sono cosi radicati nella mente delluomo che itenatico tedescd.eopold
Kronecker (1823-1891) ebbe a direDio ha fatto gli interi, 'uomo tutti gli altri nurari”.

L’operazione di addizione tra due numeri interiipaisda come risultato un numero intero positila
sottrazione, invece, non sempre si puo eseguire.

Esempio: 2+5 =7, mentre 9-11 presuppone lasmenza di altri numeri che sono poi i “numeri riega

| Greci erano soliti applicare le loro conoscenzdamatiche alla geometria i cui elementi venivasyaressi
con quantita intere positive. Altri popoli, inveasome gli Indiani, avevano una mentalita commeegial
pertanto usavano numeri negativi.

La moltiplicazione pud sempre eseguirsi tra nunmeri positivi, dando come risultato un numero ben
definito. La divisione fra due numeri presupporesitenza dei “numeri frazionari”. L’insieme deinmeri
interi e dei numeri frazionari costituisce un ims&piu grande che assume il nome di insieme mi@nkri
razionali” e che i matematici indicano cdp

Ora si puo far vedere agevolmente (ma noi nondoi&mno per brevita) come sia sempre possibile sdeaa
potenza intera positiva un qualunque numero ralgpmaentre I'operazione inversa di estrazione dica
non & sempre possibile senza creare la pitl vaasaecdei fumeri irrazionali ”: v/2, v/3, «; il numero ‘€’
(base dei logaritmi naturali) e I'insieme dei nuimazionali e irrazionali dicesi insieme degiumeri reali”
che copre tutti i punti di una linea retta senzaihe.

Infine, per giustificare certe espressioni o nurdefitipov—2 e, piu in generalé/a conn pari eda < 0, si
introduce il numera/—1 = i che assume il nome dhita immaginaria per cui i nuovi numeri/—2 =iv2 ;
Va =iV—a, sidicono humeri immaginari”.

Ci sono, poi, numeri costituiti da una parte reake di tante unita immaginarie e che si scrivona + bi;
guesti numeri assumono il nome difmeri complessi.

Volendo introdurre, a questo punto, una simbolpgissiamo dire che:

N indica I'insieme dei numeri naturali;

Z indica l'insieme dei numeri relativi interi;
Q indica I'insieme dei numeri razional

R indica I'insieme dei numeri reali;

C indica l'insieme dei numeri complessi.



2. PRODOTTO CARTESIANO

2.1) Nella figura 1 é rappresentata la pianta di pdrtena citta; ci sono tre strade parallele (viaiBaa
Roma, via Asti) e tre strade perpendicolari allengr
(via Foggia, via Lecce, via Taranto).

Via Bari

Per individuare un incrocio si puo usare una notazi
del tipo (via Bari, vai Foggia). Tale scritturacsiiama  viaRoma
coppia ordinatail primo elemento che figura in essa,
cioe via Bari, si chiama prima coordinathsecondo s asti
elemento, cioé vai Foggia, si chiama seconda
coordinata Via Via Via

Foggia Lecce Taranto fig.1

L'insieme delle coppie ordinate, la cui prima

coordinata € un elemento dell'insieme A = {via Bari

via Roma, via Asti} e la cui seconda coordinatanéelemento dell'insieme B = {via Foggia, via Leceg
Taranto} si chiam@RODOTTO CARTESIANO di A e B e siindica coAxB. Cioé:

AxB = {(via Bari, via Foggia); (via Bari, via Lecye(via Bari, via Taranto); (via Roma, via Foggi@)ia
Roma, via Lecce); (via Roma, via Taranto); (viaiAsta Foggia); (via Asti, via Lecce); (via Astijav
Taranto) }.

2.2) In figura 2 € rappresentato un quadrato disegsatcarta quadrettata. Le righe di quadretti saate s

numerate da 1 a 5 e le colonne di quadretti cqoritee cinque lettere

dell'alfabeto. Per individuare un riquadro del gudd (come si fa nella

battaglia navale) basta indicare la riga e la awoa cui appartiene. Ad

- esempio il riquadro colorato di fig.2 € individuadalla coppia ordinata
(3,d). Se sipone: A={1,2,3,4,5} e B={a,lng} risulta

a|b|c|d]| e

O WN| -

AxB ={(1,a);(1,b);(1;@,a);...;(5.e)}

Fig.2
2.3) In figura 3 é rappresentato un altro quadratajago a quello precedente, con la differenza clohen
le colonne di quadretti sono numerate da 1 a 5hAnn questo caso si po’ individuare un riquadrb de
quadrato mediante una coppia ordinata. Bisogna, peeventivamente precisare quale coordinata énidic
riga di quadretti e quale la colonna di quadretti.
Se si conviene, ad esempio, che la prima coordindiea la riga dei
quadretti e la seconda la colonna, si ha subitdackeppia (2,3) corrispond
al quadretto verde, mentre la coppia (5,2) indigiduquadretto aranciong
Se si pone A ={1,2,3,4,5} risulta ovviamente

1|2 |3 (4 |5

g WN| -

AxB ={(1,1); (1,2); (1,31,4); ....; (5,5)}.

Fig.3
Si osservi che le due coppie (2,3) e (3,2) sonerdre non uguali. In generale due copaib) € (,d) sono
ugualiseesolose=c eb=d.

Dunque si puo concludere che: dati due insiemiBA & dice prodotto cartesiano di A e B e si indioa
AxB, I'insieme delle coppie ordinata,p) conacA e beB.

3. RELAZIONI



3.1) A 5 ragazzi, che per brevita verranno indicati tm letterea,b,c,d,eyviene chiesto quali fra i seguenti
sports pratica ciascuno di essalcio, tennis, nuoto, basebalballe risposte dei ragazzi risulta quanto segue:

a praticasolocalcio,

b praticasolotennis,

c praticail calcioe il tennis,

d non pratica sport,

e pratica calcioe nuoto,

nessun ragazzaraticail baseball.

Questa situazione pud essere rappresentata ciguta # se si conviene che ciascuna freccia rappties
parola ‘pratica’ e che, se una freccia parte ad esempio (comealadaafigura) dal ragazzo a e termina al
calcio, allora si debba intendere che il ragazpoaticail calcio.

fig. 4

* nuoto

* baseball

Ebbene la parolagratica’ si dice una felazion€’ tra I'insieme dei ragazzi A =4,b,c,d,& e l'insieme degli
sports B = alcio, tennis, nuoto, basebgliSe a € in relazione con lo spoctlcio allora lo sportcalcio si
diceimmagine di a, mentre si dicecontroimmagine di calcio.

3.2) Si considerino i due insiemi numerici A 3,4,5, e B ={1,2,3,4,5,6,7,8,9,3( per ciascun numero
appartenente ad A si trovino i numeri apparteree®idi cui esso e divisore.

Si ha pertanto che.

3 édivisoredi 3,6, 9;

4 e divisore di 4 e 8;

5 e divisore di 5 e 10;

6 é divisore di 6;

Attribuendo alle frecce il significatod“divisore di, quanto sopra puo essere rappresentato grafidcameh
modo seguente




Anche in questo caso la frase divisore di si dice una relazione tra gli elementi dell’ iesie A e
gli elementi dell’ insieme B.

3.3) Altri esempi di relazione sono

“é nato iri tra un insieme di persone e I' insieme dei niesi anno;

“appartiene & tra un insieme di libri ed un insieme di alunni;

“@ il doppio di tra I’ insiemeN e I’ insiemeN;

“@ il quadratd tra elementi dN ed elementi dZ;

“@ oppostd tra elementi dZ ed elementi dZ;

“@ parallela d tra rette di un piano e rette dello stesso piano

“@ perpendicolare’atra rette di un piano e rette dello stesso pjiano

“@ maggiore di tra elementi diQ ed elementi dQ ;

E tanti altri esempi.

Si noti che quando si ha a che fare con una relazia elementi di un insieme ed elementi dellesie
insieme, come ad esempio la relaziogel“doppio di fra elementi diN ed elementi diN , si preferisce
parlare di relazione iN o di relazione tra elementi d¥ piuttosto che relazione tra elementi Ni ed
elementi diN .

3.4) Talvolta, quando si debba prendere ripetutament®nsiderazione una relazione, si usa una lettera
dell’ alfabeto o di un altro simbolo per indicagerélazione stessa.
Ad esempio, in luogo della frasé perpendicolare’asi usa il simbolaL, in luogo di ‘& parallela & si usa il
simboloy; , in luogo di ‘®@ maggiore di(oppure ‘€ minore di) si usa il simbolo > ( <).
In ogni caso una relazione qualsiasi puo essefeatadconvenzionalmente con una lettera qualungeeno
un qualungue simbolo, purché si precisi sempre n@oianon si tratta di simboli usati da tutt) quale
significato si intende attribuire al simbolo stesso
Si puo, ad esempio, decidere di usare la lefReeh posto delle parole “é il doppio di” e quindi, luogo di
scrivere “6 € il doppio di 3" si pud scrivere, darso del suddetto simbolo

6R3
4. RELAZIONI E PRODOTTO CARTESIANO
Si riprenda in considerazione la relazior@dtica’ rappresentata dalla fig 4. Se si indica cBntale
relazione, se si usa cioe il simb¢iain luogo della parolagratica’ , allora dalla figura 4 si ricava che

aR calcio

b R tennis ecc.
Un modo diverso per rappresentare questa stessaorg € costituito dalla tabella di figura 6 nejlaale
sono stati anneriti i quadretti corrispondenti alleoppie R
(a,calcio);(b,tennig;(c,calcio);(e,tennis;(e,calcig;(e,nuotg.
Ciascuna delle coppie, come ad esempio la coppizl¢®o), €
costituita da due coordinate tali che scrivendprima davanti akk e
la seconda dop@®, cioe, ar calcio, si ottenga una proposizione ve
Viceversa, non sono stati anneriti i quadretti ispondenti a coppie
come ad esempio la coppia (d,nuoto), tali chesendo la prima coordinata fig.6
davanti adR e la seconda coordinata dappsi ottenga una proposizione falsa. Per distirguea
proposizione vera da una falsa si puo introdurrsionbolo di negazione quale per esempio

d .®nuoto
significando che non & vero ctigoraticail nuota
Concludendo, la relazion® e perfettamente individuata dall'insieme dei qettdneri della fig.6, insieme
che a sua volta rappresenta un sottoinsieme debficocartesiano

{a,b,c,d,& x { calcio, tennis, nuoto, basebjll

calcio
tennis
nuoto
baseball




Dunque, una relazione e un sottoinsieme del prodeaittesianaR — AxB.

4.1 DOMINIO E CODOMINIO DI UNA RELAZIONE

Siano A e B due insiemi non vuoti. Skauna relazione fra gli elementi di A e gli elemeditiB. Non

necessariamente tutti gli elementi di A sono iaz&ne con un qualche elemento di B.

Gli elementi di A che sono in relazione con un ghalelemento di B costituiscono un sottoinsiem@.di
Questo sottoinsieme viene dettominio della relazione, mentre gli elementi di B che sonmagini di un

gualche elemento di A si diomdominiodella relazione.

5. FEUNZIONI

5.1) Si consideri un insieme di cinque persone cheppavita, indichiamo con le letteeg b, c, d, esia B
I'insieme dei mesi dell’'anno. Si ponga, dunque,

A={a, b, c, d, e B ={Gennaio, Febbraio, ...., Novembre, Dicenjbre
e si indichi conR la relazione & nato nel mese difra gli elementi di A e gli elementi di B. Sippresenti la
suddetta relazione nel modo seguente:

*Febbraio
».Marzo
Aprile
oggio
*Giugno
Luglio
*Agosto
*Settembre
*Ottobre
*Novembre
*Dicembre

fg.7

Si prenda in considerazione l'insieme A da cuiqaatle frecce e si osservi cheai elementodi A parte
una ed una sola freccia. Ebbene, in questo castalzoneR prende il nome dunzione o applicazioneo,
piu precisamente, funzione che va da A a B, emicare che la relazion® € una funzione da A a B si usa
la scrittura

f:A——>» B,

sostituendo al simbol@ la letteraf (iniziale di funzione).
L'insieme A si chiama insieme gartenzao didefinizionedella funzione, I'insieme B si chiama insieme di
arrivo della funzione o insieme in cui la funzione assusgoi valori.

5.2) Altri esempi di funzioni sono:

- La relazione i trova il fra l'insieme {Bari, Roma, Taranto, Napoli, Milah e 'insieme delle regioni
italiane;

- Larelazione ha per quadratdtra I'insieme {-2, -1, 0, 1, 2} e l'insieme { Q,, 2, 3, 4};

- Larelazione & il doppio di tra I'insieme {4, 6, 10, 12} e I'insieme { 0, 2, 3, 4, 5, 6}; e cosi via.

Esempi di relazioni che non sono funzioni sono:

- La relazione pratica’ introdotta all'inizio del paragrafo 3;



- Larelazione & divisore di* tra I'insieme { 2, 3, 4, 5, 6} e I'insieme { &, 3, 4,5, 6, 7, 8, 9, 10},
- Larelazione &i trova in“ tra I'insieme {Bari, Roma, Taranto, Napoli, Milape l'insieme {Puglia, Lazio,
Campania, sicilia}; e cosi via.

In tutti gli esempi precedenti, se si rappresentanelazioni con le frecce, si vede immediatamesat@sse
sono funzioni o no.

5.3) Si ha spesso a che fare con relazioni fra insremifiniti ( cioé i cui elementi sono tanti tangi)quindi
non rappresentabili graficamente sul foglio contkesempio, la relazionda per quadratdfra I'insieme
e se stesso. Conviene, allora, dare una definiziohazione che non dipenda dalla rappresentazjoakca
delle relazioni ed e del tutto naturale dare laisetg:

Definizione Una relazioneR fra gli elementi di un insieme A e gli elementiuwh insieme B si
chiamafunzione che va da A a B, o anclamplicazioneche va da A a B se, per ogni elemento x
appartenente ad A, esiste un unico elemento x'régnEnte a B tale che sia® x'.

Quando x e in relazione con x'in luogo della sardt xf X’ si usa la scritturf(x)= x'. Come per le relazioni
anche per le funzioni (che, non dimentichiamo, stelte relazioni particolari) 'elemento xiene chiamato
il corrispondente dell’elementooacanche immagine di x perf o anche il valore assunto fla x; mentre x
si dicecontroimmagine di X'.
Ad esempio la funzionehia per quadratbfra N e N (vale a dire inN ) viene scritto nel modo seguente:

f: N—/> N
ed é tale ch§?2) = 4; f(3) = 9; f(0) = 0; f(1) = 1(infatti 2 ha per quadrato 4, 3 ha per quadratd 8a per
guadrato 0 e 1 ha 1).Per assegnare una funzione idisieme A in un insieme B basta assegnare ad ogn
elemento di A (insieme di partenza) I'elemento ispondente di B (insieme di arrivo) e cid puo esdatto
in piu modi:

a) elencando in B i corrispondenti degli elementi dio&viamente cid pud essere fatto solo se A ha un
numero finito di elementi);

Esempia sia f la funzione di A = {1,2,3,4} in B = {1,2,3} nellguale:

ad 1 corrisponde 1
a 2 corrisponde 1
a 3 corrisponde 2
a 4 corrisponde 2;

b) dicendo come si determina il corrispondente di agaimento di A cioé esplicitando la funzione
(come per esempidha per quadrat®).

Esempia siaf una funzione diQ in sé nella quale ad ogni numero appartenerfge eorrisponde il numero
che si ottiene da esso moltiplicandolo per 2 ezddando 3 al prodotto ottenuto. Cioe s&xun numero di
Q , allora ad x deve corrispondere il numero 2x +V8lendo utilizzare una scrittura sintetica per
rappresentare la funzione di cui sopra si scrive:

f:Q—» Q tale che per ogni x dp si ha f(x) = 2x + 3

E’ evidente che 2x + 3 & ancora un element@di



Un altro esempio puo essere il seguente:

Sianor edr’ due rette che si incontrano (oppure parallelenpem fig. 8, e si indichi cog la funzione dr
inr' nella quale ad ogni punto Qmcorrisponde il punto r

Q' dir che si ottiene come intersezione tra la retta che

congiunge Q con P e la retta r’ dove P e un puet@idno

individuato dar edr’ e non appartenente né radé ad’ r fig. 8

Q1
c) utilizzando,come gia anticipato nella letteracedente,una scrittura sintetica del tipo:
X = 2x; a—-> —a; b - |b; x - 2% y —>\/§+ 2, x> x*+1;, x »ox—1

o di altro tipo per dare le istruzioni su comeenére il corrispondente di un qualunque elemento
dell'insieme di partenza (o di definizione che divoglia).

E’ evidente che é del tutto indifferente usare lettura al posto di un’altra, per indicare un elatoe
dell'insieme di definizione.

6. EUNZIONI RAZIONALI INTERE E FUNZIONI RAZIONALI FRAT TE

6.1) Si consideri un polinomio in una varialbde ad esempio il polinomio:
2x+1

Esso definisce una funzione — 2x + 1 di Q in sé (o diR in sé) la quale si chianfanzione polinomiale
o funzione razionale intera Se si indica coftale funzione si ha ad esempio:

f(1)=3;f0)=1;f(-2)=-3
In generale ogni polinomio definisce una funziopkrmmiale o una funzione razionale intera.

6.2) Analogamente, considerata una frazione di polimetia variabilex, ad esempio la funzione:

2x+1

x—1
ed osservato che la variabile indipendeq@n puo assumere il valore 1 perché in corrisporalen
di tale valore il polinomio denominatore si annutlatta frazione di polinomi definisce una
funzione:

2x+1

X —”>>
x—1

dell'insieme dei numeri razionali diversi da 1@ (dell'insieme dei numeri reali diversi da 1),

la quale si chiamfunzione razionale fratta. Indicata tale funzione capsi ha ad esempio:
9(0)=-1;9(2) =5

In generale ogni frazione di polinomi definisce Unazione razionale fratta il cui insieme di padare

costituito da tutti i numeri razionali (reali) drge da quelli (se ci sono) per cui si annulla indminatore e il

cui insieme di arrivo € (0 R).

7. SUL SIMBOLISMO DI FUNZIONE

7.1) Si consideri I'insieme dei numeri re&i (si pud considerare un qualsiasi insieme comunausjaf
una funzione definita iR in sé. Cioe:
f:R— R
tale che per ognidi R esiste uno ed un solo elemertai R per cui si abbia:
f(x) =x’
Ebbene I'element®’ spesso viene indicato con la lettgra quindi: y = f(X)



Una funzione, dunque, d’ora in avanti sara indicatala suddetta scrittura definendosi volta pdtavibtipo
di funzione e I'insieme su cui essa opera.

7.2) Non é male raccogliere qui quel minimo di simhxbie comunemente vengono usati al fine di snellire
ogni proposizione:

Vv significa “ per ogni”
3 significa “ esiste “
A significa “ non esiste “
3| significa “esiste ed & unico “
€ significa “ elemento “ ( oppure “ appartiene )
¢ significa “ non appartiene “
3 ' significa “ tale che “
significa “ risulta “
# significa “ diverso “ ( oppure “ distinto “)
= significa “ coincidente “.

A mo di esempio (non vi allarmate! perd) la defioie di funzione cosi espressa a pag. 6 puo emnsicia
utilizzando i simboli, nel modo seguente:

f:A - B,f funzione & Vxe€ A3 xX e B3 x' = f(x)

e silegge f e funzione di A in B se e solo se per ogni x etarto di A esiste uno ed un solo elemento x' di
B tale che x’ = f(x) . Dunque, il simbolismo é la stenografia del linggia matematico.

8. UGUAGLIANZA DI FEUNZIONI

Si considerino le due funzioheg di @ in sé definita pex appartenete & rispettivamente:
f)=2x+2 eg(x) =2+ 1)

Le istruzioni che bisogna seguire per trovare itispondente di un qualunque numero nella funzisseno
chiaramente diverse dalle istruzioni ch bisognaiseger trovare il corrispondente di un qualunguaero
nella funziongy (invero per trovare il corrispondente di un numeetla funziond bisogna moltiplicarlo per
2 e addizionare il numero 2 al risultato, mentretpavare il corrispondente di un numero nella fone g
bisogna addizionare 1 al numero e moltiplicareduer la somma ottenuta). Tuttavia, essendo:

2x + 2 = 2K + 1)

guale che sia il numero rappresentatoxda evidente che, comunque si consideri un nunsziomale, la
sua immagine medianfee uguale alla sua immagine mediagte Quando accade cid, come appunto in
guesto caso, le due funzioni si dicono ugualiscsive:

f=g
In generale, assegnéte g aventi, si badi bene, lo stesso insieme di paaténe lo stesso insieme di arrivo
B, esse sono uguali se

Vv x €A : f(X) = g(X).



9. COMPOSIZIONE DI FUNZIONE ( FUNZIONI COMPOSTE)

Si considerino la funzione
fix—» 2x

dell'insieme A {0,1,2} nell'insieme B ={0,1,2,3,4}5
e la funzione
gy — y+l

dell'insieme B ={0,1,2,3,4,5} nell'insieme C ={0,2,3,4,5,6,7 }.

Si noti che l'insieme di arrivo B della funzioh@ uguale all'insieme di partenza (che & appungideso B)
della funzioneg. Le due funzioni possono rappresentarsi graficaenenosi:

fig.9

A partire delle due funzioni assegnate si puo, ulesto caso, definire una nuova funzione avente come
insieme di partenza A = { 0,1,2} e come insiemeivo C = { 0,1,2,3,4,5,6,7 }. Piu precisamentgsd
definire una funzione di A in C facendo corrisparedad ogni elemento di A I'elemento di C che sieok
seguendo le frecce di fig. 9. Per esempio all’eleim® di A corrisponde I'elemento 1 di C; all’'elente 1 di

A corrisponde I'elemento 3 di C e cosi via. Quesiava funzione, come si verifica subito, & rappnege
graficamente nel seguente modo:

fig.10
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Essa si dicdunzione compostalelle due funzioni assegnate e si indica contétw@ g o f che si legge
“funzione composta di f e § o anche brevementegy“cerchietto f”. Con la nuova scrittura risulta ad
esempio che:

(gof)(2=g[f(2l=9g @) =5
(gof)(3)=glf(3=9(®6)=7,

questo € il motivo per cui nella notazione di fuma composta di f e g si scrive prima (a sinijtta
funzione g (che opera per prima) e poi (a destaafQnzione f ( che opera per ultima ). In pratsistono
molte relazioni che sono funzioni composte. lldido inglese B. Russel, nella sudntroduzione alla
filosofia matematicd ne descrive molte.

Sia l'ulteriore esempio.
Si indichino con le tre lettere a, b, c tre perseren a’, b’, ', i rispettivi padri e con a”,’btc”, le madri

dei padri. Si indichi con f la funzione che fa égpondere a ciascuna persona il relativo padrenege la
funzione che fa corrispondere a ciascun padre l&iva madre. Allora la funzione composta g o f fa
corrispondere a ciascuna persona la madre deivielaadre, ossia la nonna paterna. Si osservi ahdaf
funzione “ha per padre” e g € la funzione “ha padm” e g o f e la funzione “ha per nonna”, chenon é
altro che la funzione “ha per madre del padre*.

In generale si da la seguedfinizione di funzione composta

Definizione Sianof:A - A’ eg: A’ > A" due funzioni ( tali che I'insieme di arrivo deffama sia
uguale all'insieme di partenza della secondagh&ima funzione composta di f e g e si indicaganfla
funzione di A in A” cioégof: A - A", la quale fa corrispondere ad ogni elementh A I'elemento
(gof)(x)diA”, cioeé I'elemento che si ottiertrovando prima il corrispondente f(x) di x in A’
e poi il corrispondente g(f(x)) di f(x) in A”.

E’ importante osservare che la legge di compos&ibrerchietto “ fra funzioni non gode della pragé
commutativa: cioe, in generale, si ha

gof#fog
10. — FUNZIONI INGETTIVE, SURGETTIVE, BIGETTIVE.

10.1) Si e visto che, per stabilire se una relazi@néra elementi di un insieme A e di un insieme Bna u
funzione, bisogna prendere in esame soltanto ¢msei di partenza A e vedere se nella rappresen&zion
grafica della relazione mediante frecce, da ognigdi A parta una ed una sola freccia.

10.2) Siano ora alcune funzioni rappresentate graficaene

a) lafunzionef : x—» -xdi{-2,1,0,1, 2}in{-2,-1,0, 1, 2}.

fig.11
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b) lafunzionec - 2x di{0, 1, 2,3}in{0, 1, 2, 3, 4,5, 6}

fig.12

¢) lafunzioneh: x —»|x|di{-2,-1,0,1,2}in{0,1, 2}

h
I
A o

E si prendano in esame gli insieme di arrivo dedlige funzioni considerate.

Si nota in ogni elemento dell'insieme di arrivofdifig.11) e in ogni elemento dell’insieme di awiin g

(fig.12) non arriva mai piu di una freccia, nel serche in ogni elemento dell'insieme di arrivo\aruna
sola freccia o non ne arriva nessuna ( ardka@iu una freccia); le due funzioni f e g si dicono &lo
ingettive Piu in generale si da la seguente

Definizione: f:A — B ¢ ingettiva se e solo se per ognied esiste al piu un x A tale che f(x)= X]

Altri esempi di funzioni ingettive sono:

- lafunzionex -» 3x di N in sé;
- lafunzionex » —x di Z in sé;
- lafunzionex > x + 1di N in sé.

Si osserva facilmente che una funzigind — B e ingettiva se e solo se ad elementi distintiideleme di
partenza corrispondono elementi distinti nell'imséedi arrivo. Cioe simbolicamente:

X, ye A x£y = f(x) #f(y) con f(x), f(y) € B.

Si esaminino ora gli insiemi di arrivo delle funzid (fig.11) e h (fig.13). Si vede che in ogni lento
dell'insieme di arrivo di f ed in ogni elementadldesieme di arrivo di h arrivaalmeno una freccia. Le due
funzioni f e h si dicono alloraurgettive Quindi la definizione in generale:

Definizione: f: A - B surgettiva se e solo se per ogné B esiste x A tale che f(x) = x’
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Altri esempi di funzioni surgettive sono :

la funzione x —» |x| d in Errore. Il segnalibro non & definito. N;
la funzione x —— -xdiZ in sé;
la funzione x —» x+1 d in sé.

Concludendo possiamo dire che in una funzione fivgetin ogni elemento dell’ insieme di arrivo @aial
piu una freccia; mentre in ogni funzione surgettimeogni elemento dell’insieme di arrivo arrivar&no una
freccia.

10.3) Una funzione che € contemporaneamente ingettumgettiva si dicigettiva.

BN

Si noti che la funzione f considerata in a) di )@ pag 10 (fig.11), & ingettiva e surgettiva angu
bigettiva. Inoltre una funzione bigettiva, per guadetto piu sopra, in ogni elemento del suo insiain
arrivo giunge una ed una sola freccia.
Altri esempi di funzioni bigettive sono :

- lafunzionex » —x di Zin sé;

- lafunzionex -» 3x di Qin sé.
Infine una bigezione di un insieme in sé si diceh@nunarasformazionedi quell'insieme.

11. FUNZIONE INVERSA

Si consideri una funzione bigettiva, ad esempiduazione “ha per capitalé nell'insieme { Italia, Spagna,
Francia, Grecia} nell'insieme { Parigi, Roma, Atehdadrid}, funzione rappresentata graficamente :

Italia \ « Roma

Spagna ¢ \ » « Madrid fig.14
Francia « > . Parigi
Grecia « » . Atene

Se siinvertono le frecce in fig. 14 si ottiendtfarappresentazione grafica di fig. 15

Italia « % \ / * Roma

Spagnase— \ * Madrid

Francia «¢ } * Parigi fig. 15
* Atene

Grecia » ¢—

che rappresenta ancora una funzione e precisamagiotgzione “e capitale di’
dell'insieme { Roma, Madrid, Parigi, Atene} nellsieme {lItalia, Spagna, Francia, Grecia}.
La nuova funzione cosi ottenuta diciesiersadi quella iniziale.

Se siindica con f una funzione, in generale diicia conf?la funzione sua inversa.

Appare superfluo far notare che la funzione invelsiinversa , cioé I'inversa di'f & proprio f.
Inoltre si osservi pure che la composta fra f gua inversa, cioé

flof,
operando su un elemento dell’insieme di partenzasicia invariato.
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Infatti suppostg: A —» A’ e quindif ~: A" > A per cuif lof: A - A,
presox € A: fo f (x) = F(f(x)) = x.
Nell’esempio della funzioneha per capitalg
dell'insieme { ltalia, Spagna, Francia, Grecia }imsieme { Roma, Madrid, Parigi, Atene}
e della sua inversaé' capitale di*
dell'insieme { Roma, Madrid, Parigi, Atene } nelisieme { Italia, Spagna, Francia, Grecia } si ha:
flo f (Italia) = f(f (Italia)) = f '( Roma ) = Italia

f'o f ( Spagna) = f(f (Spagna)) = f(Madrid) = Spagna.

La funzione composta tra una funzione f e la suarsa f, cioé f'o f, dicesibigezione identica si indica
con I (nel caso in cui I'insieme in cui opera e A). Cioe

f_lO f=1la.



